PROBLEMAS DE MATEMATICA DO 20. GRAU

CoMO RESOLVE-LOS PASSO A PASSO - LISTA 2

Problemas envolvendo equacgoes irracionais para variaveis reais, desigualdades e
formula de Bhaskara

O “post’associado a este documento se encontra no blog http://matematicareplay.wordpress.com,
na categoria de Problemas de Matemadtica do Ensino Médio (20. Grau).

Problema 1: Resolva a equ¢ao x — 1+ x = 3, onde x € R.

Solucgao:

Note a presenga da raiz quadrada envolvendo a varidvel que se deseja encontrar (z). Isto
torna esta equacao uma equagao irracional. Voceé deve seguir 5 passos para resolve-la, a
saber:

lo. Passo: Isole o radical de um lado da equacao:

Vve—1=3—u. (1)

20. Passo: Eleve ao quadrado ambos os lados da equacao:

V-1 =0B-z)=2—-1=9—6z+2”. (2)

30. Passo: Organize a equacgao:

2? — Tz +10 = 0. (3)

4o. Passo: Resolva a equacao usando a formula de Bhaskara:

B —b+Vb? — 4dac
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50. Passo: Substitua os valores encontrados na equagao original para validar as solucoes:

r=5= V6-1+5="3 =7#3 (Nao é a solucio). (7)
r=2= V2-14+2="3 =3=3 (OK!E a solugio). (8)

Portanto, a resposta ¢é

Problema 2: Para que valores do parametro a (a € R) a equagao var — 1+ x = 3 tem
solugao real? (v € R).

Vamos resolver a equagao irracional normalmente, e depois tentar determinar as condigoes
solicitadas para o parametro a.

Var—1=3—-x=ar—1=9— 6z +2°. (9)
=2° -6z —ar+10=0=2>—(a+6)z+10=0 (10)

Usando a férmula de Baskhara:

—b+Vb? — 4dac
r = (11)
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Note que, para que x € R é necessario que
(a+6)* — 40 > 0. (13)

Agora precisamos resolver a desigualdade acima para a varidavel a. Para isso, vamos
tentar colocar a desigualdade de uma forma que seja facil encontrar os “zeros”da funcao

f(a):
f(a) = (a+6)* — 40, (14)
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ou seja, os valores de a = ag tal que f(ag) = 0. Fagamos, entao:
fla) = (a+6)>—40 = (a+6)> — (v/40)> = (a + 6 — V40)(a 4+ 6 + V40).  (15)

Assim, os “zeros’sao:

ap =

—6+\/E e
{0n (16

pois se voceé inserir estes valores de a = ag separadamente na Eq.(15), tornam verdade que

f(a) =0,

Mas nao acabou! Estes valores sao apenas os zeros da funcao. Agora vocé precisa
determinar a solucao para a desigualdade em si, e provavelmente vai envolver uma faixa de
valores para a, certo? Pois estamos falando de resolver uma desigualdade, e nao somente
uma igualdade (“= 07). Olhe de novo a expressao (13).

Entao vocé deve agora (veja a Fig. 1) tracar uma reta horizontal (eixo dos nimeros reais)
e identifique as duas solugdes de ag com “bolinhas”fechadas (isto porque, relembrando mais
uma vez, temos uma desigualdade “>”, e estamos incluindo estes pontos da solucao final;
se fosse apenas“>", seriam “bolinhas”abertas, e estarifamos excluindo os dois pontos, como
nao pertencentes a solugao final).

@ @
—6 — v40 ~ —12.32 —6 + V40 ~ 0.32

Figura 1: Indicagao dos “zeros”de f(a) no eixo dos nimeros reais.

Agora devemos determinar o sinal de f(a) nos intervalos determinados pelos “zeros”en-
contrados. Para isto, basta escolhermos arbitrariamente 3 valores: um valor, v;, menor do
que —6 — /40 ~ —12.32: um outro valor, v3, maior do que —6 + v/40 ~ 0.32; e finalmente
um valor intermedidrio aos dois, v,. Inserindo estes valores em f(a), saberemos se f(a) é
negativa ou positiva nos intervalos especificados.

Isto é, escolhendo valores arbitrarios, por exemplo: v; = —15, v, = —1 e w3 = 2 e
inserindo na Eq. (14), isto é, para f(a = v1), f(a = v9), e f(a = v3), temos que (verifique
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vocé mesmol!):
>0 (a=1wv)
fla)¢ <0 (a=uwvy) (17)
>0 (a=uv;)

Assim, podemos “esbocar”a func¢ao f(a), como na Fig. 2. Nao sabemos necessariamente
a forma de f(a), mas agora ja sabemos o sinal que ela toma. Isto é sempre verdade porque
f(a) é continua.

Figura 2: Esboco da funao f(a) (em vermelho), e indicagao do sinal da fungao nos intervalos
considerados.

Assim, como estamos buscando valores positivos [ver (13)], a resposta é:

a€ [~o00,—6 — V40| U [~6+ V40, +o0]

onde o colchete indica que o ponto extremo do intervalo faz parte da solugao. Ou seja, para
estes valores de a, a varidvel x toma valores reais de acordo com a Eq.(12).

Nota: Observe que o problema anterior € o mesmo que este problema com a = 1, que
satisfaz a solucao apresentada, como nao poderia deixar de ser.



Problemas similares propostos:

1. Resolva /1 —2x — 2z =1, onde z € R.

2. Para que valores do parametro a (a € R) a equagao v/2 — ax — x = —3 tem solugao
real? (z € R).

Respostas:

1. z=0.
2. a € [~oo, 212 y [24/I12 4o
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